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Aufgabe 5. (a) Zeigen Sie: Fir jedes x € Q gibt es eindeutig bestimmte a € Z und
b € N, so dass gilt

x = % und ggT(a,b) =1.

(b) Sei P = (a,b) € Z?\ {(0,0)}. Wir sagen, dass P von (0,0) aus sichtbar ist, wenn P
und (0, 0) die einzigen Punkte auf der Verbindungsstrecke von (0, 0) und P sind.
Zeigen Sie, dass P genau dann von (0, 0) aus sichtbar ist, wenn gilt ggT'(a, b) = 1.

(Sie miissen/diirfen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen verwenden, die aus der
elementaren Zahlentheorie bekannt sind.)

Definition. Eine Abbildung f: R — S zwischen RingeR und S heif3t Ringhomo-
morphismus, wenn fur alle r, ' € R gilt: f(1g) = 1s, f(r +1') = f(r) + f(r') und
fGr)y =fnf).

Aufgabe 6. (a) Benutzen Sie, dass Z nullteilerfrei ist um zu zeigen: Fur alle a, b, c € Z

mit ¢ # 0 gilt
ac=bc = a=b.

(b) Sei K ein Korper, R # {0} ein Ring und f: K — R ein Ringhomomorphismus.
Dann ist f injektiv.

Aufgabe 7. Zeigen Sie, dass es genau einen Ringhomomorphismus j: Z — Q gibt,
und dass dieser injektiv ist.

Aufgabe 8. Zeigen Sie, dass Q, gemeinsam mit der Abbildung j: Z — Q aus der
vorhergehenden Aufgabe, die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

Ist K ein Korper und f: Z — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so gibt es
genau einen Ringhomomorphismus f: Q — K, so dass gilt f o j = f.

(Nach Aufgabe @ ist f dann auch injektiv.)

'Im Kontext dieser VO haben alle Ringe eine Eins und sind kommutativ.



